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ABSTRACT

We give an alternative proof of the existence of the cyclically moving sub-classes
of a Harris chain relying on the so-called zero-two laws and avoiding the use of
the differentiation lemma of Orey’s original method.

Depuis la démonstration originale publiée dans [4] le théoréme de con-
vergence d’Orey pour les chaines de Harris a connu plusieurs autres
démonstrations dues a Ornstein-Sucheston, Papangelou, Derriennic et plus
récemment Athreya et Ney. Ce résultat suppose que la chaine soit apériodique
et il faut donc avoir fait au préalable une étude des classes cycliques pour ces
chaines. Cette étude jusqu’a présent ne se fait que par la méthode originale
d’Orey [4] qui comporte la démonstration d’un lemme relativement peu
agréable (lemme VI1.1.1 de [8]) ou par la méthode exposée dans [3] qui comporte
également des difficultés.

Le but de cette note, dont I'intérét est principalement “pédagogique”, est de
montrer que les résultats de Derriennic [2] dont 'exposé est déja trés ramassé
permettent sans effort nouveau d’obtenir aussi la définition des classes cycliques.
On obtient en fait d’un seul coup les résultats de périodicité et le théoréme de
convergence. Cette partie de la théorie des chaines de Harris devient alors assez
rapide A exposer et ne comporte plus aucune difficulté technique.

Une premiére version de cette note a été rédigée lorsque I'auteur bénéficiait
de I'hospitalité de 'Université de Colombie Britanique a Vancouver.

I. Notations et preliminaires

Dans tout ce qui suit on considére une chaine de Markov X sur un espace
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d’état de type dénombrable (E, €); on la suppose récurrente au sens de Harris et
’on note P sa probabilité de transition et m sa mesure invariante. Les notations

qui ne sont pas explicitement rappelées sont celles de [8], notamment des
chapitres I et VI

La décomposition de Lebesgue par rapport 2 m des puissances P, de P sera
notée

P.(x,-)= Pyx, )+ Pix,")

ol Py(x,-) est absolument continue et P,(x, - ) singuliére par rapport & m. Pour
tout n on peut choisir une fonction p. qui soit € & &-mesurable et telle que

P A) = [ palxyim(@y).
Enfin on peut facilement montrer que {(cf. [8] p. 81)
lim P(x, E) = 0.

Notre démonstration va utiliser les fonctions introduites ci-dessous (voir [9]).

DEriNiTION.  Pour tout entier relatif k on pose

h*(x)=1im || Paic (x, ) = P (x, )]l

La limite existe car la quantité sur la droite décroit avec n. Pour tout k, la
fonction h* est positive et bornée par 2. Elle est de plus mesurable; ceci est
démontré dans [6] et se fait facilement a partir du lemme 1.5.3 de [8].

ProposiTION.  Pour tout entier relatif k on a
ou bien h*(x)=0  pourtoutx € E,
ou bien h*(x)=2  pour m-presque tout x de E.
DEMONSTRATION.  On a Ph* = h*. En effet si 'on pose
V(%)= P () = Pu(x,0), Ba(x) =y lx,0)],
on a, pour tout A € &,

hao(x)Z vy (x, A) = va(x, A°).
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On a donc

Ph()Z [ P dy) (3 A) = (3 A))

= Ynea(X, A) = Yuax, AF).

En prenant pour (A, A°) une décomposition de Jordan-Hahn de vy...(x, ) nous
voyons que Ph,=h,., ce qui entraine Ph*=h* Comme h* est bornée
supérieurement par 2 il résulte de la constance m -presque-partout des fonctions
surharmoniques d'une chaine de Harris ([8] p. 83) que h* est constante m-
presque-partout et est inférieure a cette constante partout.

D’autre part le théoréme 3 de {2] appliqué a la probabilité de transition Py,
entraine que 1'on a ou bien sup, h*(x) =2 ou sup,h“(x) = 0. La proposition en
résulte donc immédiatement.

II. Théoréeme d’Orey et périodicité
Nous allons maintenant montrer

THEOREME. Si X est une chaine de Harris, il n’y a que deux cas possibles:
(1) Ou bien pour tout couple (v, v2) de probabilités sur E on a

!‘i_r,rl”Van(')—VZPH(')”:()’

(2) Ou bien il existe un entierd > 1 et une partition Co, Cy, -+, C4-1, Fde E telle
que m(F)=0 et P(-,C)=1 sur Ci.,, P(-,Co)=1 sur Cy-\.

DemonsTrATION. 1 est facile de voir que h**' = h* + k' Il en résulte que
I'ensemble G = {k : h* =0} est un sous-groupe du groupe Z des entiers relatifs
et par suite est égal soit a {0}, soit a Z lui-méme, soit a dZ pour un entier d > 1.
Nous allons montrer que le premier cas est impossible et que les deux autres
correspondent 2 Y'alternative du théoreme.

Supposons donc d’abord que G = {0}; en enlevant au besoin un ensemble de
mesure nulle on peut donc supposer que

IPavic(x,-) = Pux, )| =2
pour tout x de E et tous entiers n, k > 0. Soit x un point de E et n un entier tel

que P(x, E)>0; posons A = {y : p.(x,y)>0}. Soit B un ensemble de mesure
nulle tel que 5 Py(x, B°) = 0. A cause de I'hypothése de recurrence il existe un



Vol. 33, 1979 CLASSES CYCLIQUES ET CHAINES DE HARRIS 381

m > n tel que P, (x, A\B) >0, donc tel que p.. (x, -) soit strictement positif sur
un sous-ensemble de A\ B chargé par m. ll en découle que

1P (x, ) = P (x, )| < 2

ce qui contredit I'hypothése. Le cas G = {0} est impossible.
'Si G =Z, nous avons en particulier

tim [Py (x, ) = P, )] =0

pour tout x de E. Par le théoréme 3 de Derriennic [2] la tribu asymptotique de la
chaine est presque surement égale a sa tribu invariante; or cette derniére tribu
est grossiére dans le cas des chaines de Harris (proposition I11.3.6 de [8]). La
tribu asymptotique est donc grossiere et il est alors classique (proposition V1.2.4
de [8] ou théoreme 4 de [2]) que cela entraine la propriété de convergence de
I’énoncé.

Considérons maintenant le dernier cas, a savoir G = dZ avec d>1. En
rejetant éventuellement un ensemble de mesure nulle, qui sera joint 2 la fin a
I'ensemble F, on peut supposer que pour tout x de E on a

ll'Ill'l ”Pn+d(xv')_Pn(x»')”=O’ ”Pn+i(x")_Pn(x")”=2

pour tout entier n positif et tout j qui n’est pas un multiple de d.
Fixons un point x, arbitraire dans E et posons pour j =0,1,---,d — 1,

B; = U {y : pua+i(x0,y) >0}

n=0

Pour toute paire (i, j) on a m(B; N B;) = 0; en effet, on pourrait sinon trouver n,
et n, tels que

mMAYy : Puari(X0, ) >0 €t pras(xo,y)>0}>0

et il en résulterait que
” Pnld+i (xo, . ) - Pn2d+j (an : )” < 2,

ce qui est impossible.

Par ailleurs la reunion des B; est égale 4 E 2 un ensemble de mesure nulle
pres. Ceci résulte facilement de la propriété de récurrence et du fait que
27 Po(Xo, ) est étrangere & m. On peut donc supposer que les B; sont disjoints et
que le complémentaire F de leur réunion a pour mesure zéro.
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Posons alors, pour j# i + 1 modulo d,
D ={y €B, P(y, B;)>0}

et supposons m (D) > 0. Il existe un entier n tel que P%4.(x,, D) >0 et donc tel
que

P?.d+i+l(x0, B,’)g f P?:dﬂ'(xOv dY)P(y, B;)>0.
D

On a donc m (B, N B;} >0 ce qui contredit le fait que les B; sont disjoints. On a
donc P(-,Bi,;)=1 m-presque-partout sur B;,., En définissant C =
B\{y €B:: P(y,B..;)<1} et F=(UCGC) nous obtenons la situation décrite
dans la partie (2) de I’énoncé ce qui termine la démonstration.

La deuxieme situation décrite par I’énoncé précédent est celle dite du cas
périodique. Le nombre d qui intervient dans I’énoncé est la période de la chaine
et les ensembles C; sont les classes cycliques. Dans ce cas la tribu asymptotique
A de la chaine est égale 2 la tribu des événements invariants par §, comme cela
est montré dans [2]. Ces tribus sont atomiques avec d atomes comme cela est
énoncé dans le corollaire 2.7 chapitre VI de [8], mais de maniére inadéquate
comme cela nous a été montré par R. Durrett. Nous allons préciser ceci
ci-dessous.

ProrosiTiON.  Dans le cas périodique, si v, et v, sont deux probabilités telles que
vi(G) = vo(C) pour tout i; et vi(F)= vo(F)=0 on a

lim [|(»: = »2)P. | = 0.

D’autre part la tribu . est atomique et toute variable aléatoire Z asymtotique et
bornée peut s’écrire

Z:

e

o lynixec
1

fl

4

ou les a; sont des nombres réels arbitraires.

DEMONSTRATION.  La premiére phrase est facile 8 montrer a partir de ce qui
préceéde. Pour la seconde nous utilisons les fonctions harmoniques bornées pour
la chaine “‘espace-temps’ associée, c’est-a-dire les fonctions h sur E X N telles
que

h(x,n)=f P(x,dy)h(y,n +1).
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De Pinégalité
[h(x,n) = h(x',n)[ =R Pc(x,-) = Pc(x", )

et de la premiére phrase de I’énoncé, il résulte que ces fonctions ont constantes
sur les ensembles C; x {k}, i et k fixés, donc sur les ensembles C; x {Nd}.

Soit Z une variable aléatoire asymptotique et bornée; il existe une fonction h
comme ci-dessus telle que ([8] p. 165)

Z =1lim h(X,, n) p-s.

n—»o

‘Comme F est transient et si h vaut a; sur C, X {Nd}, on peut alors écrire que
presque-surement

d
Z = llm E Q; qu(Nd)(Xm n)
i=1

n—owo f

n—oe §

d
=lim D, & 1l (Xaa)-
i=1

Comme d’autre part on peut trouver Z telle que tous les o; sont nuls sauf un,
ceci prouve que lim, . 1 (X.4) existe p.s. et est donc p.s. égale a la variable
asymptotique lim 1, (X.1). La variable Z précédente peut donc s’écrire

d
zZ = Z ; lli_m(X,,,,EC,-)-
i=1
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