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SUR LA DEFINITION DES CLASSES CYCLIQUES 
DES CHAINES DE HARRIS 
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ABSTRACT 

We give an alternative proof of the existence of the cyclically moving sub-classes 
of a Harris chain relying on the so-called zero-two laws and avoiding the use of 

the differentiation lemma of Orey's original method. 

Depuis la demonstration originale publiEe dans [4] le thEorEme de con- 

vergence d 'Orey pour les chaines de Harris a connu plusieurs autres 

demonstrations dues h Ornstein-Sucheston, Papangelou, Derriennic et plus 

rEcemment Athreya et Ney. Ce rEsultat suppose que la chaine soit apEriodique 

et il faut donc avoir fait au pr6alable une Etude des classes cycliques pour ces 

chalnes. Cette Etude jusqu'~ present ne se fair que par la mEthode originale 

d 'Orey [4] qui comporte la demonstration d'un lemme relativement peu 

agrEable (lemme VI.I.1 de [8]) ou par la mEthode exposEe dans [3] qui comporte 

Egalement des difficultEs. 

Le but de cette note, dont l'intErEt est principalement "pEdagogique", est de 

montrer  que les rEsultats de Derriennic [2} dont l'exposE est dEj5 tr~s ramass6 

permettent  sans effort nouveau d 'obtenir  aassi la definition des classes cycliques. 

On obtient en fait d 'un seul coup les rEsultats de pEriodicitE et le thEor~me de 

convergence. Cette partie de la thEorie des chaines de Harris devient alors assez 

rapide ~ exposer et ne comporte plus aucune difficultE technique. 

Une premiere version de cette note a 6t6 rEdigEe lorsque l 'auteur bEnEficiait 

de l'hospitalitE de l 'Universit6 de Colombie Britanique ~ Vancouver. 

I. Notations et preliminaires 

Dans tout ce qui suit on consid~re une chai'ne de Markov X sur un espace 
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d '4tat  de type d4nombrab le  (E, ~ ) ;  on la suppose r6currente  au sens de Harr is  et 

l 'on note  P sa probabil i t4 de transit ion et m sa mesure  invariante.  Les nota t ions  

qui ne sont pas explici tement rappel6es sont celles de [8], n o t a m m e n t  des 

chapitres I I I  et VI. 

La d6composi t ion  de Lebesgue  par  rappor t  ~ m des puissances P,  de P sera 

not6e 

P, (x, .  ) = P°(x , .  ) + P~,(x,. ) 

oh P°(x , .  ) est absolument  cont inue  et P~,(x,- ) singuli6re par  rappor t  h m. Pour  

tout  n on peut  choisir une fonct ion p,  qui soit ~ Q ~ ' -mesurable  et teile que  

P°(x, A ) = fA p" (x, y )m (d~). 

Enfin on peut  faci lement mont re r  que (cf. [8] p. 81) 

lim P~,(x, E )  = O. 

Notre  d4monst ra t ion  va utiliser les fonct ions introduites ci-dessous (voir [9]). 

DI~iFINITION. Pour  tout  entier relatif k on pose 

h k (x) = !irn= II P,~+k (x , . )  - P,, (x,.)11. 

La  limite existe car la quanti t4 sur la droi te  d6croit  avec n. Pour  tout  k, la 

fonction h k est positive et born6e par 2. Elle est de plus mesurable ;  ceci est 

d6montr6  dans [6] et se fair faci lement ~ partir du lemme 1.5.3 de [8]. 

PROPOSmON. Pour tout entier relatif k on a 

ou bien h k (x)  = 0 pour tout x E E, 

ou bien h k (x)  = 2 pourm-presque  toutx  de E. 

DEMONSTRATION. On a P h k >  h ~. En ettet si l 'on pose 

~,, (x , . )  = Po.k (x , . )  - Po (x , . ) ,  h, (x) -- II 3', (x,.)11, 

on a, pour  tout A E K 

h,(x)>= y.(x ,  A ) -  y , (x ,  AC).  
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On a donc 

P h , ( x )  > - f P(x,  d y ) ( y , ( y , A ) -  y , ( y , A ' ) )  

= 

En prenant  pour  (A. A ~) une ddcomposi t ion de J o r d a n - H a h n  de y.+,(x, • ) nous 

voyons  que Ph. >=h.+, ce qui entra lne Ph k >=h k. C o m m e  h ~ est born6e 

sup&ieuremen t  par 2 il rdsulte de la constance m -presque-par tout  des fonct ions 

surharmoniques  d 'une  chai'ne de Harris ([8] p. 83) que h k est constante  m-  

presque-par tout  et est infdrieure ~ cette constante  partout .  

D ' au t re  part le th6or6me 3 de [2] appliqud ~ la probabilit6 de transition Pikl 

entraine que I 'on a ou bien sup~hk(x)  = 2 ou sup~hk(x)  = 0. La proposi t ion en 

r6sulte donc  immddiatement .  

II. Th6ori~me d 'Orey  et p~riodicit~ 

Nous allons maintenant  mont re r  

TrtEORFME. Si X est une chafne de Harris, il n ' y  a que deux cas possibles: 

(I) Ou bien pour tout couple (v~, u2) de probabilitds sur E on a 

!irn [I v,P,  ( . )  - v2P. (')11 = 0, 

(2) Ou bien il existe un entier d > 1 et une partition C., C,, • • •, Ca-,, F de E telle 

que r e ( F ) = 0  et P ( . , C , ) =  1 sur C,_,, P ( . , C , , ) =  1 sur Ca-,. 

DEMONSTRATION. II est facile de voir que h k+~ =< h ~ + h ~. I I e n  rdsulte que 

l 'ensemble G = {k : hk ___0} est un sous-groupe du groupe  Z des entiers relatifs 

el par suite est 6gal soit h {0}, soit h Z lui-m6me, soil ~ d Z  pour  un entier d > 1. 

Nous  allons mont re r  que le premier  cas est impossible et que les deux autres 

cor respondent  h l 'a l ternative du th6or6me.  

Supposons  doric d ' abo rd  que G = {0}; en enlevant  au besoin un ensemble  de 

mesure  nulle on peut  doric supposer  que 

II ( x , . ) -  (x , . ) l l  = 2 

pour  tout  x de E et tous entiers n, k > 0. Soit x un point  de E et n u n  entier  tel 

que P ° ( x , E ) > O ;  posons  A = {y :p , (x ,  y ) > 0 } .  Soit B un ensemble  de mesure  

£o P,(x ,  B ) = O. A cause de l 'hypoth~se de recurrence  il existe un nulle t e l q u e  ® ~ c 
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m > n tel que P,, (x, A \ B )  > 0, donc  tel que p,, (x , . )  soit s t r ictement  positif sur 

un sous-ensemble  de A \ B  charg6 par m. I1 en d6coule que 

IIP,(x," ) -  P,,(x," )l[<2 

ce qui contredi t  l 'hypoth6se.  Le cas G = {0} est impossible. 

S i  G - -Z ,  nous avons en particulier 

lim IIPo+,(x,. ) -  P , ( x , .  )ll = 0 
n 

pour  tout  x de E. Par le th6or6me 3 de Derr iennic  [2] la tribu asympto t ique  de la 

chai'ne est presque surement  6gale fi sa tribu invariante;  or cette derni~re tribu 

est grossi~re dans le cas des cha[nes de Harris  (proposit ion III .3.6 de [8]). La 

tribu asympto t ique  est donc  grossi6re et il est alors classique (proposi t ion VI.2.4 

de [8] ou th6or~me 4 de [2]) que cela entrai 'ne ia propri6t6 de convergence  de 

l '~nonc6. 

Consid6rons  maintenant  le dernier  cas, fi savoir G = d Z  avec d > 1. En 

rejetant  6ventuel lement  un ensemble  de mesure  nulle, qui sera joint ~ la fin 

l ' ensemble  F, on peut  supposer  que pour  tout  x de E on a 

lim I1P, +d ( x , . )  - P ,  ( x , . ) ] l  = 0 ,  
n 

II eo+, ( x , . )  - e .  (x,.)11 = 2 

pour  tout entier n positif et tout  j qui n 'est  pas un multiple de d. 

Fixons un point xo arbitraire dans E et posons pour  j = 0, 1, • • •, d - 1, 

B, = U (y 
n = o 

Pour  toute  paire ( i , j )  on a m (B, N Bj) = 0; en effet, on pourrai t  sinon t rouver  n~ 

et n2 tels que 

m{y  : p,,,a+,(xo, y)  >O et p,2a.~(xo, y)  >O} >O 

et il en r6sulterait que 

II P,,n+, (xo,-) - P,,2d +j (xo, . )11 < 2, 

ce qui est impossible. 

Par ailleurs la reunion des Bj est 6gale h E h u n  ensemble  de mesure  nuile 

pr~s. Ceci r6sulte faci lement de la propri6t6 de r6currence et du fait que 

ETP~,,(xo, • ) est & r a n g & e  h m. On peut  donc  supposer  que les Bj sont disjoints et 

que le compl6menta i re  P de leur r6union a pour  mesure  z6ro. 
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Posons alors, pour j / i  + 1 modulo d, 

D = {y E B,, P(y, Bj) > 0} 

et supposons m (D)  > 0. I1 existe un entier n tel que P°d+~(Xo, D )  > 0 et donc tel 

que 

Bj) >= fo P°a÷'(x°' dy)P(y,  Bj) P°a+,÷l(Xo, > O. 

On a donc m (B,+, A B~) > 0 ce qui contredit le fait que les B~ sont disjoints. On a 

donc P( . ,B~+~)= 1 m-presque-par tout  sur B,. En d6finissant C~ = 

B,\{y E B~ : P ( y , B , + , ) <  1} et F =  (I,.JC~) ~ nous obtenons la situation d~crite 

dans la partie (2) de l '6nonc6 ce qui termine la d6monstration. 

La deuxiSme situation d6crite par l '6nonc6 pr6c6dent est celle dite du cas 

pdriodique. Le nombre  d qui intervient dans l '6nonc6 est la p~riode de la cha[ne 

et les ensembles C~ sont les classes cycliques. Dans ce cas la tribu asymptotique 

~[~ de la chafne est 6gale 5 la tribu des 6v~nements invariants par 0a comme cela 

est montr6 dans [2]. Ces tribus sont atomiques avec d atomes comme cela est 

6nonc6 dans le corollaire 2.7 chapitre VI de [8], mais de mani~re inad6quate 

comme cela nous a 6t6 montr6 par R. Durrett .  Nous allons pr6ciser ceci 

ci-dessous. 

PROPOSmON. Dans le cas pOriodique, si v, et v2 sont deux probabilitds telles que 

v~(C~) = v2(C~) pour tout i, et Vl(F) = v2(F) = 0 on a 

D '  autre part la tribu 91~ est atomique et toute variable al~atoire Z asymtotique et 

bornde peut s'~crire 

d 
Z = 2 ol~ 1,m~X~CA 

O8 les ~ sont des hombres rdels arbitraires. 

DZMONSTRATION. La premiSre phrase est facile ~ montrer  ~ partir  de ce qui 

pr6c~de. Pour la seconde nous utilisons les fonctions harmoniques born6es pour  

la cha~ne "espace- temps"  associOe, c'est-~-dire les fonctions h sur E x N telles 

que 

h (x, n) = f P(x, dy)h (y, n + 1). 
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De l'in6galit6 

I h (x, n ) -  h (x', n)l <-rlh Pr IIP~ ( x , . ) -  e~ (x',.)11 

et de la premiere phrase de i'6nonc6, il r6sulte que ces fonctions ont constantes 

sur les ensembles C~ x {k}, i et k fix6s, donc sur les ensembles C~ × {Nd}. 

Soit Z une variable al6atoire asymptotique et born6e; il existe une fonction h 

comme ci-dessus telle que ([8] p. 165) 

Z = lim h(X,, n) p.s. 

Comme F est transient et si h vaut c~ sur C~ × {Nd}, on peut alors 6crire que 

presque-surement 

Z = lim ~ a, lC,×~Nd~(X,, n) 

= lira ~ o~ lc,(X,d). 

Comme d'autre part on peut trouver Z telle que tous les ~, sont nuls sauf un, 

ceci prouve que l i m , ~ l c , ( X , d )  existe p.s. et est donc p.s. ~gale h la variable 

asymptotique li___m_m lc, (X,~). La variable Z pr6c6dente peut donc s'~crire 

d 

Z = ~ o~i 11i.__m{X~aeG/. 
i = l  
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